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Über die Unterscheidnng zwischen logischer und 
empirischer Wahrheit. 

Von F. M. Urban, Philadelphia, Pa. U. S. A. 

Inh al tsangabe. 

Gegenstand der Erfahrung sind die Sinnesempfindungen samt allen daraus 
durch rein logische Prozeise Bezogenen Folgerungen. Begriff eine* Gesetzes als 
Regel der Abbildung r.wrier Mengen Aufeinander. Mengenthooretiache Brdoutang 
des Satzes, doll eine Wissenschaft das Bild eines Erfahrurgsgebietea ist. Eine 

K sternatische Wissenschaft ist ein System von Sitzen, die durch rein logische 
ozesse aus einer Gruppe von Fundamentnlsitzen abgeleitet sind. Die logische 
Wahrheit eine# soloben Systems besteht ln der Oberelnatlmmung eines Jeden Satzes 
mit den Voraussetzungen, aus denon er abgeleitet ist. Die empiriacho Wahrheit 
eines Satzes bnnteht darin, dal er mit den Daten dor Erfahrung (Gbereinatimmt. 
Illustrierung dieser Unterscheidung an Beispielen. Dio Idee eines allumfassenden 
wissenschaftlichen 9ystem» enthalt gewisse Voraussetzungen Ober das Natur- 
geschehen, dsren wesentlichste die ist, d*Ö dieses Geschehen einheitlich sei. 


Wir haben die Fähigkeit, in dem steten Wechsel unserer 
Wahrnehmungen Empfindungen bei ihrer Wiederkehr zu 
erkennen, womit es auch gegeben ist, daß wir gleiche 
Komplexe von solchen erkennen * können. Ein solcher 
Komplex heißt in der Mengenthoorie ein Gegenstand. Zum 
Zwecke der eigenen Orientierung lind zur Verständigung 
mit anderen belegen wir diese Gegenstände mit Namen 
— goachriobonen oder gesprochenen Worten — in dor Art, 
daß jedes Wort in eindeutiger Weise einem Gegenstände 
zugeordnet ist. Es ist also jedes Wort im mengen theoretischen 
Sinne ein Bild des ihm zugeordnoten Gegenstandes. Die 
Bildung einer Gruppe von Merkmalen, die zu einer Einheit 
zusammengefaßt und als Gegenstand bezeichnet werden 
sollen, mag durch die Erfahrung, d. h. durch die Folge 
unserer Empfindungen, nahegelegt sein, allein im logischen 
Sinne kann sie als ganz willkürlich betrachtet werden, da 
ein Gegenstand als durch ganz disparate Merkmale bestimmt 
gedacht werden kann. Ein Wort ist also ein Zeichen für 
eine bestimmte Gruppe von Empfindungen. 


190 


F. M. Urban: 


Jede Sprache enthält neben einem gewissen Vorräte 
von Worten noch eine Reihe von Regeln, nach denen die 
Worte zu Sätzen verbunden werden. Sätzo sind Zeichen 
für zwischen den Gegenständen bestehende Beziehungen, 
die vom Standpunkte der Mengentheorie ebenfalls als Gegen¬ 
stände bezeichnet werden müssen, und die ftir sie gewählten 
Zeichen könnten ebenso willkürlich gewählt werden wie die 
Worte. Dieses Verfahren, dem manche der primitiven 
Sprachen sohr nahe kommen, wird von keiner der be¬ 
stehenden Kultursprachon angewendet, sondern die Bildung 
der Zeichen tair diese Gegenstände höherer Ordnung ge¬ 
schieht systematisch nach den Regeln der Grammatik. Die 
Grammatik ist die Gesamtheit der Regeln, nach welchen 
diese Verknüpfung der Worte zu neuen Zeichen geschieht. 
Vom Standpunkte der Logik aus stehen die Regeln der 
Grammatik mit irgendeiner anderen Gruppe von Regeln der 
Verknüpfung auf gleicher Stufe, und können etwa mit den 
Regeln, nach welchen die Figuren im Schachspiel bewegt 
werden, verglichen worden. Ein Satz ist richtig gebildet, 
falls er den Regeln der Grammatik entsprechend aufgebaut 
ist, und er ist wahr, falls die darin ausgesagte Beziehung 
zwischen den durch dio Worte bozeichncton Gruppen von 
Empfindungen tatsächlich stattfindet. Ein Satz kann den 
Regeln der Grammatik entsprechend gebildet sein, ohne 
daß ihm irgendeine Gruppe von Empfindungen entspricht. 
Ein solcher Satz, der keinem in der Erfahrung gegebenen 
Gegenstände als Bild entspricht, ist falsch. 

Es ist üblich, die Aussagesätze in drei Gruppen ein¬ 
zuteilen. Die Sätze der ersten Gruppe legen fest, mit 
welchem Namen ein durch eine Gruppe von Merkmalen 
definierter Gegenstand bezeichnet werden soll; solche Sätze 
heißen Definitionen. Die Definitionen der Geometrie, wie 
z. B. die eines Kreises, oder die Namenerklärungen der 
Anatomie, wie z. B. die Aufzählung der Arterien, aus denen 
der CirculusWillisii besteht, könnon als Beispiele dienen. 

Sätze der zweiten Gruppe enthalten eine Aussage über 
ein Sein. Von diesen Sätzen ist unmittelbar klar, daß sie 
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Aussagen über das Zusammenbestehen von Merkmalen sind. 
Es sei ein Gegenstand A durch die Merkmale a , 6, c .. . I 
definiert, und wir nehmen an ihm die weitere Eigenschaft m 
wahr. Ein solcher Tatbestand gibt Gelegenheit zu der 
Aussage "A ist m". Man pflegt hier zwischen Individual- 
und Allgemeinsätzen zu unterscheiden. Falls die Merk¬ 
male a, b, c, ... I nur an einem Individuum vorgefunden 
werden, so heißt der Satz "A ist m” ein Individualsatz, der 
also das Zeichen für einen nur einmal vorhandenen Tat¬ 
bestand ist. Gibt es eine Mehrheit von Gegenständen, denen 
die Merkmale a-, b y c ,... 1 zukommen, so ist A nicht mohr ein 
Eigennamen, sondern ein Gattungsnamen und bezieht sich 
auf die Menge der Gegenstände, denen diese Merkmale zu : 
kommen. Eine Aussage von der Form "A ist tn” bezieht 
sich also nicht auf einen Gegenstand, sondern auf alle 
Elemente der durch die erwähnten Merkmale definierten 
Menge. Da jedes Element der Menge durch die Merk¬ 
male «, b, c, . . . J definiert ist, so sagt ein solcher Satz 
aus, daß bei Vorhandensein dieser Merkmale auch stets das 
Merkmal m vorgefunden wurde. Solche Sätze werden als 
Hegeln der Koexistenz bezeichnet. Die verschiedenen Merk¬ 
male kommen also nicht ganz regellos vor, sondern gewisse 
Gruppen werden immer zusammen angetroffen. Als Beispiel 
kann das Mariottr-Gay LüSSACsoho Gosotz, dos eine Be¬ 
ziehung zwischen Druck, Temperatur und Volumen eines 
Gases aussagt, oder die Beschreibung einer Tierart, dienen. 
Vom logischen Standpunkte aus sind die Regeln der 
Koexistenz nichts Neues: Das Prädikat als der inhalts¬ 
armere und darum umfangreichere Begriff definiert eine Menge 
von Gegenständen, die als Teil jene Menge enthält, deren 
Elemente durch den Begriff des Subjektes festgelegt werden. 

Die dritte Klasse von Sätzen umfaßt die Aussagen über 
ein Geschehen. Es sei eine konstante Gruppe von Merk¬ 
malen a, 6, c t . . . 1 in den Zeiten /, t\ f . . . mit den 

Merkmalen m, ri, . . . e\ wi", n'\ ... z ”;.verbunden. 

Ein solcher Tatbestand gibt Anlaß zur Einführung des Be¬ 
griffes eines Dingos, das Veränderungen erleidet. Wir 
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troffen zwischen Ding und Gegenstand die Unterscheidung, 
daß ein in der Erfahrung konstanter Komplex von Merk¬ 
malen als Ding bezeichnet wird, während irgendein be¬ 
liebiger Komplex von Merkmalen ein Gegenstand heißen 
soll. Gegenstand ist also der weitere, Ding der engere 
Begriff. Das Wort Gegenstand hat ausschließlich mongon- 
theoretische Bedeutung. Ein durch die Merkmale a, 6, c,... I 
charakteristisches Ding ist in jedem Augenblicke der Träger 
der weiteren Merkmale m, w, . . . e, deren Gesamtheit der 
Zustand des Dinges zur Zeit t heißt. Das Wesen einer Ver¬ 
änderung besteht darin, daß einem Dinge zu verschiedenen 
Zeiten verschiedene Zustände zukommon, oder wie man es 
auch ausdrücken kann, daß ein konstanter Komplex von 
Empfindungen mit einem variablen Komplexe verbunden ist. 

Einem Dinge mögen zu den Zeiten t h , (,, ... t t die 
Zustände A, li , C, . . . Z zukommen, die in der angegebenen 
Reihenfolge aufeinander folgen. Eine solche Abfolge von 
Zuständen heißt ein Prozeß, der mit dem Zustande A beginnt 
und mit dem Zustande Z endigt. Ein Prozeß ist also eine 
Menge von Zuständen, deren Anordnung durch ihre Be¬ 
ziehung zu den ihnen entsprechenden Zeiten festgelegt ist. 
Da man von irgend zwei Zuständen stets angeben kann, 
welcher der vorangehende ist, so ist die Menge der Zu¬ 
stände, die einen Prozeß ausmacheu, wohlgeordnet. Auch 
die Bildung der Monge von Zuständen, deren Gesamtheit 
einen Prozeß ausmacht, kann ganz willkürlich gedacht 
werden, da Anfang und Ende des Prozesses beliebig an¬ 
genommen werden können. In unserem Beispiele hindert 
uns nichts, die Gruppe von aufeinander folgenden Zuständen 
/, K L, . . . *V, T, U herauszugreifen und als einen mit I 
beginnenden und mit U endenden Prozeß zu bezeichnen. 
Auch hier kann man die Unterscheidung zwischen Individual- 
und Allgemeinsätzen machen. Falls der Prozeß derart ist, daß 
er nur ein einziges Mal stattfindet, so handelt es sich um ein 
einmaliges Ereignis und der Satz, der das Zeichen für 
dieses ist, enthält eine Aussage über ein einmaliges, in¬ 
dividuelles Geschehen. Den Allgemeinsätzen entsprochen 
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jene Aussagen über ein Geschehen, welche sich auf die 
Elemente einer Menge von Prozessen beziehen. Aussagen 
dieser Art geben eine Regel für die Aufeinanderfolge von 
Zustanden und werden deshalb als Regeln der Sukzession 
bezeichnet. Beispiele von Aussagen über ein individuelles 
Geschehen sind die rein historischen Beschreibungen irgend¬ 
eines individuellen Ereignisses, wobei es gleichgültig ist, 
ob es sich um irgendein geschichtliches Ereignis oder aber 
um die Bewegung eines Sternes handelt. Beispiele von 
Regeln der Sukzession findet man in den Sätzen, in welchen 
die Zeit als unabhängige Variable auflritt. Während die Regeln 
der Koexistenz Aussagen über die Beziehungen der Elemente 
verschiedener Mengen enthalten, geben die Regeln der 
Sukzession die Anordnung der Elemente derselben Menge *). 

Man vereinigt die Regeln der Koexistenz und die der 
Sukzession unter dem Begriffe eines Naturgesetzes. Das 
Wesen der Regeln der Sukzession besteht darin, daß die 
Zustände, deren Menge einen Prozeß ausmacht, zu den 
ihnen entsprechenden Augenblicken der Zeit, in welcher 
der Prozeß stattfindet, in eindeutige Beziehung gebracht 
werden. Man bildet also die Menge der Zustände auf die 
Menge der Zeitpunkte ab, und die Möglichkeit der An- 

’) Die Unterscheidung zwischen Regeln der Sukzession und 
solchen der Koexistenz findet sich sehr häufig, z. B. bei J. Petzoijjt, 
Das Gesetz der Eindeutigkeit, Vierteljahrsschrift f. wissenschaftl. 
Philos. und Soziol. 1895, Bä. 19, S. 146—203, der von sukzedanen und 

simultanen Regelmäßigkeiten spricht. Diese Unterscheidung ist in¬ 
sofern wichtig, als eie auf die Zeit, die vierte unabhängige Variable 
neben den drei Abmessungen des Raumes Rücksicht nimmt, allein 
eie ist nicht erschöpfend, aa sie eine ausgedehnte Klasse von Regel¬ 
mäßigkeiten nicht beachtet, in denen Längen von Zeiten als Funktionen 
anderer Variablen auf treten. Wan betrachte z. B. die Länge derZeit, 
in welcher ein vom Punkte A aus geschleuderter Körper den Punkt B 
erreicht, als Funktion der dem Körper erteilten Anfangsgeschwindig¬ 
keit und Reines Elevationewinbel«. Eine solche Formel enthält offenbar 
weder eine Regel der Koexistenz, da es sich nicht um gleichzeitig 
an einem Dinge vorhandene Merkmale handelt, noch eine Regel der 

Sukzession, da die Formel keine Aussage über die Aufeinanderfolge 
von Zuständer enthält. Will man eine vollständige Einteilung der 
Aussagesätze nach diesem Prinzipe erhalten, so muß man neben den 
Regeln der Koexistenz und denen der Sukzession mindestens noch 
eine Gruppe unterscheiden, die man als temporane Regelmäßigkeiten 
bezeichnen könnte. 
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Ordnung der Menge der Zustande nach ihrer Aufeinander¬ 
folge in der Zeit setzt diese Abbildung voraus. Bei allen 
anderen Regeln ist das Bestehen einer eindeutigen Beziehung 
zwischen den Elementen von Mengen, deren keine eine Menge 
von Zeitpunkten ist, charakteristisch. Ein Naturgesetz ist 
also eine Regel, nach welcher zwei Mengen aufeinander ab¬ 
gebildet werden. Es möge bemerkt worden, daß der Begriff 
der Abbildung zweier Mengen aufeinander der allgemeinere, 
der der funktionellen Abhängigkeit aber der besondere ist, 
da der letztere Begriff in seiner jetzt gebräuchlichen Form 
sich nur auf Mengen bezieht, deren Elemente den Charakter 
von Größen haben. 

Von besonderem Interesse sind jene Prozesse, welche 
mit einem konstanten oder doch nur langsam veränder¬ 
lichen Zustande beginnen, dor als A bezeichnet werden 
soll, und der in einem gegebenen Augenblicke durch das 
Hinzukommen der Gruppe von Merkmalen A' in B ver¬ 
ändert wird, worauf eine Reihe von verhältnismäßig rasch 
aufeinander folgenden Zuständen Jf, C, D, . . . X, Y 
schließlich zu dom Zustande Z fuhrt, der wiederum keine 
oder nur sehr langsame Änderungen erfahrt. Die Gesamt¬ 
heit der Merkmale A uud A\ aus denen sich der Zustand B 
zusammensotzt, heißt die Gruppe von Bedingungen für das 
Zustandekommen des Prozesses. Der Zustand A wird als 
die systematische Vorbedingung bezeichnet, während A 
soine Mitbedingung oder Komplemontärbedingung heißt. 
Diese Unterscheidung ist wohl für praktische Zwecke vorteil¬ 
haft, vom logischen Standpunkte aus aber bedeutungslos, 
da da9 Zustandekommen eines Prozesses von dem Vor¬ 
handensein eines gewissen Anfangszustandes abhängt, in 
dom jedes Merkmal notwendig ist, so daß der Umstand, daß eine 
Bedingung als letzte zu einem bereits bestehenden Komplex 
hinzukommt, ihr keinen Vorrang von den übrigen erteilt. 

"Wir wollen den Begriff eines Prozesses an dem folgenden. 
9chon früher in der Literatur behandelten Beispiele erläutern. 
Ein Gewicht sei an einem Faden aufgehängt, der in einem 
gegebenen Augenblicke durchschnitten wird, worauf das 
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Gewicht herabtallt und schließlich an einem bestimmten 
Punkte zur Ruhe kommt. Das Gewicht erleidet nun offenbar 
auch schon vor dem Zerschneiden des Fadens fortwährende 
Veränderungen, wie langsames Sinken wegen Dehnung des 
Fadens, kleine Schwankungen wegen der bestehenden Luft¬ 
strömungen , Temperaturveränderungen, Änderungen der 
Beleuchtung usf., von denen wir teils absichtlich, teils aber 
deshalb absehen, weil sie zu gering sind, um unsere Auf¬ 
merksamkeit auf sich zu ziehen, und die jedenfalls hinter 
der Reihe von Veränderungen, die mit dem Zerschneiden 
dos Fadons beginnt, zurücktreten. Der fallende Körper 
durchläuft hier eine Reihe von Zuständen, die sich haupt¬ 
sächlich durch verschiedene Entfernungen des Körpers vom 
Erdmittelpunkte, sonst aber auch noch durch andere Merk¬ 
male unterscheiden, die aber, wie rotatorische Bewegungen, 
Tomperaturveränderungen wegen der Reibung, geringe Form- 
voränderungen beim Aufschlagen auf dem Boden usf., neben 
der translatorischen Bewegung weniger augenfällig sind und 
nicht beachtet werden. Auch nachdem der Körper zur 
Ruhe gekommen ist, hört er nicht auf, Veränderungen zu 
erleiden, allein diese entziehen sich meistens unserer Be¬ 
obachtung, und deshalb kann das Verharren des Körpers 
in dieser Ruhelage als ein dauernder Zustand bezeichnet 
werdqp. Es ist demnach mehr oder weniger willkürlich, 
irgendeine Abfolge von Zuständen herauszugreifen und als 
Prozeß mit einem besonderen Namen zu belegen, wie es 
geschieht, wenn man von dem mit dem Durchschneiden 
des Fadens beginnenden freien Falle des Körpers spricht, 
es sei denn, daß man die Menge der so definierten Zu¬ 
stände selbst einem näheren Studium unterwerfen will. Die 
systematische Vorbedingung des Falles des Körpers ist durch 
den nur langsam veränderlichen Zustand A gegeben, dessen 
wesentliche Merkmale darin bestehen, daß sich ein schwerer 
Körper in einer gewissen Entfernung vom Erdmittelpunkte 
und in solcher Beziehung zu den umgebenden Körpern be¬ 
findet, daß nur der Faden ihn daran hindert, sich dem 
Zentrum dor Erde soweit als möglich zu nähern. Die 
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Komplementärbedingung A dieses Prozesses besteht in dem 
Zerschneiden des Fadens, wodurch ein Zustand erzeugt 
wird, auf den eine Reihe von Veränderungen folgt, die erst 
mit dem Zuruhekommen des Körpers schließt 1 ). 

Ein Zustand wird durch die Angabe der Merkmale, die 
ihn charakterisieren, und ein Prozeß durch Angabe der Zu¬ 
stände, in deren Aufeinanderfolge er besteht, beschrieben. 
Man kann deshalb allgemein sagen, daß jeder Aussagesatz 
eine Aussage über Beziehungen zwischen Daten der Emp¬ 
findung enthält. 

Die Zustände, die einen Prozeß ausmachen, bilden eine 
wohldefinierte Menge, da sich von jedem Denkobjekte an¬ 
geben läßt, ob es zur Menge gehört oder nicht. Eine solche 
Menge kann ferner, wie oben gezeigt wurde, stets in eine 
wohlgeordnete Monge verwandelt werden, da man von 
irgend zwei Elementen M und N dieser Menge stets an- 
gebeu kann, welcher vorangeht, indem jener Zustand an die 


') Prozesse dieser Art geben Anlaß zur Einführung des Begriffes 
einer Ursache, dessen Aufgebung wegen der mannigfachen in ihm 
verborgenen Schwierigkeiten wiederholentlioh empfohlen wurde. Unter 
den Merkmalen, aus denen sich der Anfangszustand eines Prozesses 
zusammensetzt, läßt sich keines angeben, aas vor den anderen aus¬ 
gezeichnet ist. Man kann deshalb mit Recht fragen, was denn 
eigentlich als Ursache des freien Falles anzusehen sei. Eine der 
Antworten, die auf diese Frage gegeben wurde, stellt in Abrede, daß 
die Erde oder die hypothetisch angenommene Attraktion die Ursache 
des Falles sei, und bezeichnet die Erhebung des Körpere auf eine 
gewisse Höhe als die Ursache, denn, damit ein Fall eintreten könne, 
muß der Körper auf eine gewisse Höhe gehoben werden, allein die 
Art, wie seine Unterstützung beseitigt wird. Kann mannigfach wechseln. 
Gegen diese Auffassung wurde mit Recht eingowendet, daß nach der 
gewöhnlichen Auffassung eine Ursache ein Geschehen sei, welches 
m notwendiger Weiee mit der Wirkung verknüpft ist, und eine solche 
Verknüpfung besteht zwischen der Erhebung eines Köroers auf eine 

f ewisse Höhe ebensowenig wie zwischen dem Durchschneiden eines 
adens und dem Falle eines Körpere. Vgl. Cu. Siowabt, Logik, 1898, 
Bd. 2, S. 176. Tatsächlich ist zum Zustandekommen des freien Falles 
erforderlich, daß der Körper ohne Unterstützung dem Einflüsse der 
Anziehung ausgesetzt ist, und man kann in diesem Aafangszustande 
keine Gruppo von Bedingungen unterscheiden, die für sich allein den 
freien Fall notwendig herbeifahrt. Der Gang der meisten Ereignisse 
ist unserem Willen entzogen, und wir müssen uns darauf beschränken, 
Regeln anzugeben, wie aus dem Vorhandensein bestimmter Gruppen 
von Merkmalen auf das Vorhandensein oder Fohlen anderer Merk¬ 
male geschlossen werden kann. 
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erste Stelle gestellt wird, der dem anderen in der Zeit 
vorangeht. Es besteht also eine gewisse Beziehung zwischen 
jedem Zustande eines Prozesses und einem gewissen Augen¬ 
blicke der Zeit, und die Menge der Zustände ist deshalb 
auf die Menge der Zeitpunkte, die zwischen dom Anfänge 
und dem Ende des Prozesses liegen, abgebildet. Diese Be¬ 
ziehung ist gegenseitig und dio Abbildung deshalb eindeutig, 
woraus folgt, daß die Menge der Zustände, die einen Prozeß 
ausmachen, von gleicher Mächtigkeit ist mit der Menge der 
Zeitpunkte. Diese letzteren bilden eine Mannigfaltigkeit 
von der Mächtigkeit des Kontinuums, weshalb auch die 
Menge der Zustände kontinuierlich sein muß. 

Die Daten der Sinnesempfindung wollen wir als un¬ 
mittelbare Erfahrung bezeichnen, während die Gesamtheit 
der Aussagen über unsere Sinnesempfindungen samt allen 
aus diesen durch rein logische Prozesse abgeleiteten Folge¬ 
rungen als Erfahrung schlechthin bezeichnet werden soll. 
Wir trachten danach, eine Menge von Zeichen herzustellon, 
deren jedes im mengentheoretischen Sinne das Bild eines 
in der Erfahrung gegebenen Gegenstandes ist. Da wir die 
Monge der Zeichen beliebig vermehren können, so können 
wir auch eine unbegrenzte Anzahl von Gegenständen ab¬ 
bilden und so unser Bild der Erfahrung immer vollkommener 
machen. Eine Gruppe von solchen Zeichen, d. h. Sätzen, 
die einen Teil der Erfalirung abbilden, heißt eine Wissen¬ 
schaft. ln diesem Sinne wollen wir den bekannten llERTZschen 
Satz verstehen, es sei Ziel der Wissenschaft, ein Bild der 
Erfahrung zu geben. Dioser Satz hat nur dann einen Sinn, 
wenn das Wort Bild in seiner mengentheoretischen Be¬ 
deutung genommen wird, die nur das Vorhandensein einer 
eindeutigen Beziehung zwischen den Gegenständen der Er¬ 
fahrung und den für sie gebrauchten Zeichen voraussetzt. 
In seiner gewöhnlichen Bedeutung verlangt der Begriff eines 
Bildes das Bestehen einer Übereinstimmung zwischen dem 
Bilde und dom abgebildoton Gogonstand, wio sie zwischen 
den Sätzen einer Wissenschaft und den Gegenständen, auf 
welche sie sich beziehen, offenbar nicht stattfindet. Um 

Yiert«ljahrs»chrift f. wis.ienschaftl. Philos. u.Soziol XXXVI. 2. 14 
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dies einzusehen, braucht man sich nicht einmal anf die be¬ 
kannte Schwierigkeit berufen, wie es denn möglich sei, daß 
unsere Vorstellungen die Eigenschaften von unabhängig von 
uns existierenden Gegenständen abbilden sollen. Zwischen 
den Vorstellungen, die man beim Lesen der Beschreibung 
eines physikalischen Prozesses nnd bei der tatsächlichen 
Beobachtung desselben hat, mag eine Ähnlichkeit bestehen, 
deren Erforschung eine psychologische Aufgabe ist, allein 
zwischen der etwa gedruckt vorliegenden Beschreibung und 
dem Prozesse selbst besteht gewiß keine Übereinstimmung 
im gewöhnlichen Sinne des Wortes. Unter Gegenständen 
verstehen wir Gruppen von Empfindungen, und die filr ihre 
Beziehung gebrauchten Zeichen sind im mengentheoretischen 
Sinne ihre Bilder. 

Zwei Sätze stehen zueinander im Verhältnisse der 
logischen Abhängigkeit, wenn der eine ans dem anderen 
durch rein logische Operationen abgeleitet werden kann. 
Es kann geschehen, daß eine Anzahl von Sätzen einer 
Wissenschaft zueinander in solcher Beziehung stehen, daß 
eie aus einer kleineren Anzahl von Sätzen abgeleitet werden 
können. Man nennt eine solche Gruppe ein wissenschaft¬ 
liches System, und spricht von systematischen im Gegensatz 
zu deskriptiven Wissenschaften, welche letztere zwar eine 
mehr oder weniger vollständige Beschreibung der in ihr 
Gebiet fallenden Gegenstände geben können, deren Sätze 
sich aber nicht aus einer kleineren Gruppe von Sätzen ab¬ 
leiten lassen. Man bezeichnet die Fundamentalsätze als 
Axiome, Prinzips, Postnlate oder Hypothesen der betreffenden 
Wissenschaft. Sätze, ohne welche man einen gegebenen 
Satz nicht ableiten kann, sind für seine Ableitung not¬ 
wendig, während eine Gruppe von Sätzen, aus denen sich 
ein gegebener Satz als logische Folgerung ergibt, ftr die 
Ableitung dieses Satzes hinreichend ist. Sätze, von denen 
keiner zu irgendeinem anderen derselben Gruppe im Ver¬ 
hältnisse der logischen Abhängigkeit steht, sind voneinander 
unabhängig. Sätze, die zur Ableitung eines Satzes not¬ 
wendig und hinreichend sind, müssen voneinander un- 



Üb. d. Unterscheid, zw. logischer u. empirischer Wahrheit. 2ü5 


abhängig sein, denn wenn irgendein unter den Voraus¬ 
setzungen angeführter Satz sich aus den anderen ableiten 
ließe, so kann er weggelassen und als Folgesatz aus den 
anderen Sätzen gewonnen werden, worauf der Beweis wie 
vorher geführt wird. Ein solcher Satz ist also überflüssig. 
Eine Gruppe von Sätzen, die zur Ableitung eines gegebenen 
Satzes notwendig und hinreichend ist, stellt das Minimum 
von Annahmen dar, die man machen muß, um zu diesem 
Satze zu gelangen. 

Für das Bestehen einer systematischen Wissenschaft 
ist es nicht erforderlich, daß das Erfahrungsgebiet, auf 
welches sich die Sätze erstrecken, oder daß die Anzahl 
dieser Sätze selbst sehr groß sei, sondern es ist nur die 
durchgängige logische Abhängigkeit der Sätze von den 
Axiomen, aus welchen sie abgeleitet sind, erforderlich. Be¬ 
zeichnet man eine Gruppe von Axiomen mit 3/, eine Reihe 
von Sätzen mit N, V*, A r ", . . . und das Bestehen einer 
logischen Abhängigkeit mit o , so spricht man von einem 
wissenschaftlichen Systeme, falls die Beziehungen Mo A r , 
MoN 1 , MoN", . .. bestehen. Ist die Anzahl der Sätze sowie 
das Gebiet ihrer Anwendbarkeit nur beschränkt, so spricht 
man von einer Theorie. Legt man Nachdruck darauf, daß 
die Richtigkeit eines oder mehrerer Fundamentalsätze 
zweifelhaft ist, so spricht man von einer Hypothese. Ein 
wissenschaftliches System wäre vollständig, wenn es ein 
Bild aller in diesem Erfahrungsgebiete vorkommenden Gegen¬ 
stände enthält. Ein solches System ist ökonomisch, falls 
die Anzahl der logischen Operationen, durch welche irgend¬ 
ein Satz aus den Fundament&lsätzen abgeleitet wird, so 
klein als möglich ist. 

Eine Gruppe von Axiomen ist zur Ableitung eines 
wissenschaftlichen Systems hinreichend, falls sich alle Sätze 
des Systems als logisch© Folgerungen aus ihr ableiten lassen, 
und sie ist notwendig, wenn nicht alle Sätze des Systems 
abgeleitet werden können, falls ein oder mehrere Fundamental - 
sätze weggelassen werden. Die Axiome einer solchen Gruppe 
sind voneinander unabhängig. In einer Gruppe von von- 

14* 
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einander unabhängigen Axiomen kann jeder Satz durch sein 
kontradiktorisches Gegenteil ersetzt werden, ohne daß die 
aus dieser neuen Gruppe durch rein logische Operationen 
abgeleiteten Sätze miteinander im Widerspruch stehen, 
trotzdem sie vollständig von den aus der ursprünglichen 
Gruppe von Axiomen abgeleiteten Folgerungen verschieden 
sind. Die logische Wahrheit eines Systems erklären wir 
als die Abwesenheit eines Widerspruches zwischen seinen 
Sätzen. Die logische Wahrheit besteht also darin, daß kein 
zu dem Systeme gehöriger Satz, oder irgendeine Gruppe 
von Sätzen, oder irgendeine durch rein logische Operationen 
daraus abgeleitete Folgerung mit irgendeinem anderen Satze 
des Systemeä im Widerspruch steht. Der Charakter der 
logischen Wahrheit kommt einem Satze deshalb nur in 
Hinsicht auf eine gewisse Gruppe von Voraussetzungen zu. 
Eine Gruppe von logisch unabhängigen Axiomen ist logisch 
weder wahr noch falsch, da zwischen ihnen keine Ab¬ 
hängigkeit besteht 1 ). 

Man sagt, es sei der Zweck der Wissenschaft, die Natur¬ 
erscheinungen zu erklären, und wir haben jetzt die Be¬ 
deutung dieses Satzes klarzulegen. Eine Naturerscheinung 
wird erklärt, indem man zeigt, wie der Satz, der sie be¬ 
schreibt, als logische Folgerung aus einer gegebenen Gruppe 
von Sätzen gewonnen werden kann. Eine Erklärung bezieht 
sich also stets auf eine gewisse Gruppe von Sätzen und 
hängt von diesen ab, weshalb sie von nur hypothetischer 
Gültigkoit ist. Je nach der gewählten Gruppe von Voraus¬ 
setzungen fällt die Erklärung einor Naturerscheinung ver- 

>) A. N. Whitkiikai-, Introduction logique k la geometrio, Revue 
de M6taphy8i(jue et de Morale, 1907, Vol. 15, S. 8 j, sagt: ,Unaxiome, 
en ce »ens, n’etant paa une proposition, ne peut etre ni vrai ni faux.“ 
Wegen dieser Eigenschaft, logisch weder wahr noch falsch zu sein, 
werden die Axiome manchmal als eine besondere KIrhso von logischen 

Sätzen angesehen; B. Rumei.i., dem Whitehbad folgt, gebraucht fQr 
sie die Bezeichnung propositional functions: vgl. The Principle« of 
Matheinatic, 1903, 8. 13, 853. Der Ausdruck logische Wahrheit sollte 
nur bei Sätzen gebraucht werden, die zu einer öruppe von bestimmter 
Ausdehnung gehören. Unsere nichtwissenechaftlichen, allgemeinen 
Anschauungen scheinen diese Eigenschaft nicht zu besitzen, wie sieh 
aus den verschiedenen Auffassungen, die bei den gleichen Tatbeständen 
möglich sind, ergibt. • - • •' 
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schieden aus, und man spricht dann von Erklärungen auf 
Grund verschiedener Hypothesen. Von einer Erklärung 
schlechtweg spricht man. wenn alle Sätze, die unter den 
Voraussetzungen angeführt werden, empirische Wahrheit 
haben, und in demselben Sinne werden wir die Erscheinungen 
in einem Erfahrungsgebiete als erklärt ansehen, wenn die 
sie beschreibenden Sätze aus einer Anzahl von Fundamental¬ 
sätzen, denen empirische Wahrheit zukommt, abgeleitet 
werden können *). Das Band, das die Sätze eines solchen 
Systems verbindet, ist rein logisch, denn zwischen Sätzen, 
denen empirische Wahrheit zukommt, ist höchstens der 
Unterschied, daß die einen früher, die anderen später zu 
unserer Kenntnis kommen, oder daß die einen Ereignisse 
häufiger, die anderen seltener zu unserer Beobachtung 
kommen. Der Umstand, daß ein Satz als Folgesatz aus 
anderen Sätzen deduziert werden kann, bezieht sich offenbar 
nur auf unsere Kenntnis von Erscheinungen und nicht auf 
diese selbst. Welche Beziehungen zwischen den Ereignissen 
der Natur stattfinden, läßt sich nicht ohne weiteres angeben, 
allein zwischen den abstrakten Sätzen, die sie beschreiben, 
kann nur das Verhältnis der logischen Abhängigkeit bo- 
stehen. Betrachtet man die Sätze, auf die eine Erklärung 
gestützt wird, als Aussagen über empirische Befunde, so 
haben sie vor dem zu erklärenden Satze höchstens den 
Vorzug größerer Bekanntheit, sind aber tatsächlich ebenso 
Aussagen über ursprüngliche Tatsachen wie der zu er¬ 
klärende Satz 8 ). 

*) Vgl. C. F. Gacrm, Magnetismus und Magnetometer. Werke, 
Bd. 5, S.315: „Unter Erklären versteht aber der Naturforscher nichts 
anderes als das Zurückführen auf möglichst wenige und möglichst 
einfache Grundgesetze, über die er nicht weiter hinaus kann, sondern 

nie schlechthin fordern muß, aus ihnen aber die Erscheinungen er¬ 
schöpfend vollständig als notwendig ableitet.“ Die GAcsssche Theorie 
des Magnetismus ist eines der bemerkenswertesten Beispiele eines 
Systems von Sätzen, die aus gewissen Fundamentalsatzen durch rein 
logische Operationen abgeleitet sind, und von deren durchgängiger 
empirischer Wahrheit man überzeugt iat, da die Fundamentalsätze, 
soweit sie sich nicht auf die Anwendung der Mathematik beziehen, 
als empirisch richtig nachgewiesen werden. 

*) In diesem Sinne bezeichnet E. Mach eine Erklärung als die 
Zurückführung unbekannter Tatsachen bzw. ungewöhnlicher Un- 
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Die einzelnen Sätze der Systeme, und demnach auch 
die Systeme als Ganzes, sind von nur hypothetischer Gültig¬ 
keit, da sie die Sätze, aus denen sie abgeleitet sind, voraus- 
setzen, diese aber sich in mannigfacher Weise abändem 
lassen. In diesen Systemen wird nicht die Existenz oder 
Nichtexistenz irgendwelcher Dinge behauptet, sondern was 
in ihnen ausgesagt wird, ist nur die Gültigkeit gewisser 
Aussagen, falls gewisse andere Sätze als richtig zugegebeu 
werden. Es ist also nur die logische Abhängigkeit, die 
apodiktisch behauptet wird *). Die Anwendung der Sätze 
eines wissenschaftlichen Systems auf Gegenstände der Er¬ 
fahrung geschieht nur vermöge des Satzes, daß es Dinge 
gibt, denen die Eigenschaften der Gegenstände, von denen 
dio Sätze des Systems sprechen, zukommen. Es wurde 


Verständlichkeiten, auf bekannte Tatsachen bzw. gewöhnliche Un¬ 
verständlichkeiten. Eine ähnliche Bemerkung findet eich schon bei 
Grilliurzkr, Aphorismen, Werke, 1 >>87 , Bd. 12, 8. 271: „Unser Er¬ 
klären der Natur besteht darin, daß wir ein »eiten vorkommende* 

Unverständliches auf ein oft vorkommendes, aber ebenso Unverständ¬ 
liches zurückfUhren.“ . • 

*) Daß man aus allgemeinen Sätzen, die man ja beliebig ersinnen 
kann, nicht die Existenz irgendwelcher Gegenstände ableiten kann, 
wird wohl ohne weitere» zugegeben werden, trotzdem es weder in 
der Philosophie noch in der ivissenschaft an solchen Bestrebungen 

gefehlt hat, wie der ontologische Beweis einerseits und andererseits 

die Versuche, aus dem sogenannten Gesetze der großen Zahlen Regeln 
für das tatsächliche Geschehen abzuleiten, zeigen. Eine Aussage über 
irgendwelche tatsächlich bestehende Verhältnisse kann nur auf Er¬ 
fahrung gegründet werden. Man könnte meinen, daß gewisse wissen¬ 
schaftliche Systeme die Existenz der Gegenstände, von denen sie 
sprechen, voraussetzen, wobei man sich scheinbar auf die modernen 
Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie berufen könnte, 
da in jedem aer Systeme von Axiomen von Pinnt, Pkano. üii.iiert und 
Vp.blkk ein Satz des Inhaltes: „Es existiert wenigstens ein Punkt* 
vorkommt. Mit diesem Satze aber fordern diese Systeme uioht die 
erfahrungsgemäße Existenz von Dingen, die den geometrischen * 
Punkten entsprechen, sondern legen^ nur fest, von welchen Gegen¬ 
ständen geredet werden soll. C. J. Kevsrr macht über diesen Punkt 
in seiner Ansprache an die Abteilung für Mathematik und Astronomie 
der American Association for the Advanoement of Science (vgl. 
Science, N. S. Vol. 80, p. 962 f.) folgende Bemerkungen. „What the 

S ometrician really aaserts, and he asserts nothing eise, iß that. if 
ere be terms which he calls points and might a* well call ... any 
other name (what’s in a name?), that satisfy the given postulates, 
then they satisfv certain propositions callea theorems. The only 
existence assertea by or in geometry is thus the existence of certain 
implicationa.* 
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oben erklärt, daß ein Satz wahr heißt, falls er das Bild 
eines in der Erfahrung gegebenen Gegenstandes ist. Wir 
wollen diese Eigenschaft als empirische Wahrheit bezeichnen. 
Demgemäß werden wir ein wissenschaftliches System dann 
empirisch wahr nennen, wenn jeder Satz des Systems sowie 
jede Gruppe von Sätzen samt allen daraus durch rein 
logische Operationen abgeleiteten Folgesätzen den Charakter 
empirischer Wahrheit haben. Besteht also die logische 
Wahrheit eines Satzes darin, daß er mit den Fundamontal¬ 
sätzen, aus welchen er abgeleitet ist, übereinstimmt, so 
besteht soine ompirische Wahrhoit in seiner Übereinstimmung 
mit den Daten der Erfahrung. Die Forderung, daß alle 
aus einem Systeme von Sätzen gezogenen Folgerungen 
empirisch wahr sein müssen, falls das System selbst empirisch 
wahr ist. beruht darauf, daß eine Gruppe von Sätzen mit 
den daraus durch rein logische Operationen gezogenen 
Folgesätzen äquivalent ist. Einen Satz, dessen empirische 
Wahrheit man nicht direkt beweisen kann, kann man dadurch 
zu beweisen versuchen, daß man die aus ihm und irgend¬ 
einer Gruppe von der Erfahrung entnommenen Sätzen ge¬ 
zogenen Folgerungen als empirisch wahr nachweist. Dieser 
Prozeß des indirekten Beweises, der niemals erschöpfend 
beendet werden kann, kann nach Analogie als logische In¬ 
duktion oder Induktion durch die Konsequenzen bezeichnet 
werden. 

Es ist vielleicht nicht jedem, der nicht mit den Unter¬ 
suchungen und Methoden der modernen Logik vertraut ist, 
unmittelbar einleuchtend, daß die Wahl der Fundamental¬ 
sätze, aus denen man Folgerungen ableiten will, in hohem 
Grade willkürlich und nur durch die Forderung eingeschränkt 
ist, daß die Sätze nicht miteinander in Widerspruch stehen 
dürfen. Eindeutig bestimmt ist ihre Wahl nur durch die 
weitere Forderung, daß die daraus abgeleiteten Sätze mit 
der Erfahrung übereinstimmen sollen. Wir wollen den 
Unterschied zwischen logischer und empirischer Wahrheit 
durch das folgende Beispiel erklären, bei dem kein Zweifel 
darüber besteht, daß die. Fundamentalsatze weitgehender 
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Änderungen fähig sind. Man mache zum Gegenstand der 
Untersuchung jene Regeln und Vorschriften, die in einem 
gegebenen Lande und zu bestimmter Zeit für die Annahme 
und Versendung von Geld durch Postanweisungen zur An¬ 
wendung kommen; es seien hierbei aber die bestehenden 
Vorschriften nicht direkt zugänglich, sondern durch Be¬ 
obachtungen an tatsächlich ausgefuhrton Transaktionen zu 
erschließen. Durch sachgemäß angelegte Beobachtungen 
wird man schließlich zur Aufstellung einer Reihe von Regeln 
kommen, die sich auf die bei der Annahme von Post¬ 
anweisungen zu beobachtenden Formalitäten beziehen, ferner 
wird man die bei der Versendung in Kraft stehenden Vor¬ 
schriften aufstellen müssen, und schließlich wird es einen 
Satz geben, der die für jede Sendung von bestimmtem Be¬ 
trage zu entrichtenden Gebühren festlegt, und den wir als 
den Tarif bezeichnen wollen. Man kann nun offenbar alle 
Regeln unverändert lassen und nur den Tarif abändern, 
was in unendlich mannigfacher Weise geschehen kann, ohne 
einen geordneten Postbetrieb unmöglich zu machen, da sich 
jeder Fall in vorschriftsmäßiger Weise erledigen läßt. Wir 
bezeichnen die Gesamtheit aller die Annahme und Ver¬ 
sendung von Postanweisungen betreffenden Vorschriften mit 
Ausnahme des Tarifes mit S, und den den Tarif festlegenden 
Satz mit T. Durch Abänderung des Maximalbetrages, bis 
zu welchem Sendungen angenommen worden, und durch 
Abänderungen der Stufen, für welche die Kosten der Be¬ 
förderung verschieden sind, erhalte man die Sätze T, 

T" y . . ., und man hat deshalb die Systeme S -f T, S -f 
S -f T", S -f T", . .., die alle in Betracht kommenden Fälle 
widerspruchslos zu erledigen gestatten, und deshalb logisch 
wahr sind. Unter allen diesen Systemen ist aber nur eines, 
dem zu einer gegebenen Zeit auch der Charakter empirischer 
Wahrheit zukommt, und das ist das System, dessen Tarif 
tatsächlich in Kraft ist. Wolches dieses System sei, kann 
man durch keinerlei logische Überlegungen, sondern nur 
durch die Erfahrung entscheiden 1 ). 


Vgl. hierzu den Aufsatz „Ori a Supposed Criterion of the 
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Die Eigentümlichkeit dieses Beispieles besteht darin, 
daß die Fundamentalsätzo, aus denen die bei jeder einzelnen 
Transaktion geltenden Regeln abgeleitet werden, uns auf 
anderem Wege direkt zugänglich sind, so daß kein Zweifel 
über die Richtigkeit oder Unrichtigkeit der aufgestellten 
Grundsätze bestehen kann, und daß es ferner vom mensch¬ 
lichen Willen abhängt, welches System zu einer gegebenen 
Zeit tatsächlich in Kraft sein soll. Die Möglichkeit einer 
unbeschränkten Anzahl von Systemen ist ebenso klar wie 
die Tatsache, daß zu einer gegebenen Zeit nur ein System 
wirklich angewendet werden kann. In dem folgenden Bei¬ 
spiele wird man ähnliche Verhältnisse wiederfinden, nur 
daß die Grundsätze dos Systems weder unserer Erkenntnis 
noch unserem Willen direkt zugänglich sind. Man denke 
sich ein System von Axiomen aufgestellt, aus dem sich alle 
die Geophysik betreffenden Sätze und Formeln ableiten 
lassen. Allerdings wäre es jetzt unmöglich, ein solches 
System mit logischer Strenge aufzustellen, allein für unsere 
Zwecke genügt es zu bemerken, daß ein solches System 
jedenfalls aus einer Gruppe S von allgemeinen Sätzen, aus 
welchen sich die Formeln der Geophysik ableiten lassen, 
und aus einem Satze, der den Wert der Größe g, der 
Konstante der Erdgravitation, festlegt, bestehen müsse. 
Man kann nun der Größe g irgendwelche beliebige Werte 
beilegen, ohne daß die allgemeinen Formeln aufhören richtig 
zu sein, und man kann deshalb eine unendliche Menge von 
Systemen der Geophysik erzeugen, die alle den Charakter 
der logischen Wahrheit haben, da die zu demselben Systeme 
gehörigen Sätze nicht miteinander im Widerspruch stehen. 
Unter all diesen Systemen aber gibt es nur ein einziges, 
dem auch der Charakter der empirischen Wahrheit zu¬ 
kommt, und das ist jenes, in welchem für die Konstante 
der Erdgravitation der richtige Wert eingesetzt wird. 

Die Einsicht, daß auf irgendeinem Gebiete der Erfahrung 
nur ein System empirisch© Wahrheit haben kann, daß es 

Absolute Truth o£ Some Propoaitiona, Journal of Philoaophy, Psycho- 
logy and Scientific Methods, Vol. 5, 1908, p. 701—708. 
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aber eine unendliche Anzahl von Systemen gibt, denen der 
Charakter der logischen Wahrheit zukommt, da alle Sätze 
desselben Systems untereinander und mit den Fundamental¬ 
sätzen, aus denen sie abgeleitet sind, in Übereinstimmung 
stehen, brach sich erst in verhältnismäßig später Zeit Bahn, 
und es ist namentlich den modernen Untersuchungen über 
die Grundlagen der Mathomatik zu danken, daß diese Einsicht 
gewonnen wurde. Die Mathematik ist selbst das größte und 
am besten bekannte Beispiel einer Wissenschaft, die bei der 
Ableitung ihrer Sätze keine anderen als rein logische 
Operationen verwendet. Geometrie sowohl als Algebra sind 
Systeme von Sätzen, deren Wahrheit einzig in ihrer Über¬ 
einstimmung mit den Voraussetzungen, ans denen sie ab¬ 
geleitet sind, besteht, die aber durchaus keine Aussagen 
über ein wirkliches Sein enthalten. Die reine Geometrie 
ist demnach nicht eine Wissenschaft von den Verhältnissen 
in dem uns umgebenden Raume, sondern ein System von 
Sätzen, die aus einer gewissen Gruppe von Fundamental¬ 
sätzen abgeleitet sind und durchaus keine Voraussetzungen 
über ein tatsächliches Sein enthalten. Es trifft sich nun, 
daß die Sätze der EuKLiüischen Geometrie sich an den Ver¬ 
hältnissen des uns umgebenden Raumes illustrieren lassen, 
und man hatte in der Geometrie das wunderbare Beispiel 
eines Systems von Sätzen, die sich alle aus einer be¬ 
schränkten Anzahl von Fundamentalsätzon ableiten lassen 
und denen allen der Charakter der empirischen Wahrheit 
zukommt. Die modernen Anschauungen über den Zu¬ 
sammenhang der Sätze eines wissenschaftlichen Systems 
mit den Voraussetzungen, aus denen sie abgeleitet sind, 
wurde durch Bestrebungen angebahnt, die sich in der 
Mathematik selbst geltend machten, wenn auch die Über¬ 
zeugung von der absoluten Wahrheit der EuKLiDischen 
Geometrie so stark war, daß manche Forscher glaubten, 
den Sätzen der Nicht-EuKUDischen Geometrie, die ftir die 
Verhältnisse des Raumes nicht zutreffen, den Charakter der 
logischen Wahrheit absprechen zu müssen, da sie in der 
Ableitung der Sätze einen Widerspruch vermuteten. Die 
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Überzeugung von der Richtigkeit der Nicht-EuKLiDischen 
Systeme konnte aber nicht länger zurückgehalten werden, 
nachdem gezeigt worden war, daß jeder Satz der gewöhn¬ 
lichen Geometrie in eindeutiger Weise einem gewissen 
Satze eines jeden Nicht-EuKLiDischen Systems entspricht, 
und man gewissermaßen ein Lexikon zur Übersetzung in 
die Nicht- EuKLioische Geometrie anlegen kann, wie es 
PoiNCARtf tat. Es kann sich also in den Nicht-EuKLiDischen 
Systemen ebensowenig ein Widerspruch finden wie in der 

gewöhnlichen Geometrie, eine Überzeugung, zu der man 

auch durch Beltramis Satz, daß jeder zweidimensionalen 
Nicht-EüKLiDischen Mannigfaltigkeit ein bestimmtes Gebilde 
in der dreidimensionalen Ei’KLiDischen Mannigfaltigkeit ent¬ 
spricht, hätte kommen können. 

Die verschiedenen Systeme der Nicht-EuKLioisoken 
Geometrie werden dadurch erhalten, daß man alle Axiome 
der gewöhnlichen Geometrie beibehält und nur einen Satz, 
den sogonannton Parallelonsatz, • in bestimmter Weise ab¬ 
ändert. Die aus diesen neuen Gruppen von Axiomen ab¬ 
geleiteten Sätze sind von jenen der gewöhnlichen Geometrie 
vollständig verschieden, stehen aber weder untereinander 
noch mit irgendeinem Satze, der durch rein logische 
Operationen aus einer Gruppe von Sätzen desselben Systems 
abgeleitet wurde, im Widerspruch. Dies legt die Anschauung 
nahe, daß die Sätze der Geometrie — und deshalb a fortiori 
jedes anderen wissenschaftlichen Systems — aus Voraus¬ 
setzungen abgeleitet sind, die selbst nicht notwendig sind. 
Durch das Bestehen widerspruchsloser Nieht-EuKLiDischer 
Geometrien war der Gedanke nahogolegt, zu untersuchen, 
ob sich nicht auch die anderen Axiome abändern lassen, 
und man erhielt so neben den RiEMANKschen, EuKUDischen 
nnd LoBATSCHEFSKYschen Systemen die Nicht-ÄRCHiMEDische, 
die MiNKOWSKische und andere Geometrien. Jedes solche 
System wird erhalten, indem man eine oder mehrere Voraus¬ 
setzungen der gewöhnlichen Geometrie fallen läßt oder in be¬ 
stimmter Weise abändert. Wie weit man in dieser Richtung 
gehen kann, ohne den wesentlichen Charakter der geo- 
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metrischen Systeme aufzugeben, laßt sich momentan kaum 
sagen, gewiß aber ist, daß man die Grundsätze der formalen 
Logik als allgemeine Regeln der Verknüpfung beibehalten 
muß. Die logische Wahrheit eines jeden Systems läßt sich 
strenge beweisen und durch den Nachweis der Abwesenheit 
eines Widerspruches zwischen den einzelnen Sätzen prüfen, 
allein kein Nachdenken kann darüber Rechenschaft geben, 
welches dieser Systeme empirisch wahr sei, d. h. welches 
Aussagen über die Verhältnisse in dem uns umgebenden 
Raume enthalte. Diese Frage kann nur durch die Erfahrung 
entschieden werden. 

Es ist nun klar, daß die Berufung auf Erfahrung in 
verschiedener Weise ausfallon müsse je nach dem Grund¬ 
sätze, der bei Bildung des neuen Systems aufgegeben wurde. 
Die Sätze der Nicht-ARCeiMEDischen Geometrie z. B. werden 
durch Aufgeben des Stetigkeitsprinzipes gewonnen, und es 
wäre nicht leicht, die Gründe anzageben, die uns für die 
Wahl des einen oder des anderen Systems entscheiden. 
Immerhin dürfte in dem Satze, daß bei Aufgebung des 
Stetigkeitsprinzipes zwei Grade sich auch dann nicht zu 
schneiden brauchen, wenn sie nicht parallel sind, ein hin¬ 
reichender Grund für die Bevorziehung der ARCEiMEDischen 
Geometrie gefunden werden, da die empirischen Re¬ 
präsentanten von nichtparallolon Geraden stets einen Punkt 
gemeinsam haben. Wir wollen die Behandlung dieser Frage 
fiir eine spätere Gelegenheit aufschieben und die oft 
ventilierte Frage untersuchen, ob der empirische Raum 
eine EtKLimsche oder Nicht-EuKLiDische Mannigfaltigkeit 
sei. Man stellt also die empirische Gültigkeit des Parallelen- 
axiomes in Frage, setzt aber voraus, daß der uns umgebende 
Raum alle sonstigen in den ElJKLIDischen Axiomen ausgosagten 
Eigenschaften habe. 

Man kann diese Frage auch so formulieren: Welche« 
der Systeme, die aus dem Parallelensatz oder seinen Ab¬ 
änderungen gewonnen werden, enthält Sätze, die als Aus¬ 
sagen über Verhältnisse in dem uns umgebenden Raume 
angesehen werden können. Man kann nun auf Grund der 
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geometrischen Axiome mit Ausschluß des Parallelensatzes 
den Satz beweisen, daß die Summe der Winkel in jedem 
Dreiecke größer, gleich oder kleiner als zwei Rechte sein 
maß, falls sie in einem Dreiecke größer, gleich oder kleiner 
als zwei Rechte ist. Nur im Ei'KNiüischen Systeme ist ferner 
die Somme der Dreieckswinkol gleich zwei Rechten und 
von der Größe des Dreieckes unabhängig, während in jedem 
anderen Systeme ein Unterschied besteht, der umso größer 
ist je größer das Dreieck ist. Die Dreiecke des empirischen 
Raumes sind als Flächen gegeben, deren Begrenzungen die 
kürzesten Verbindungen zwischen den Eckpunkten sind. 
Die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten des 
empirischen Raumes ist erfahrungsgemäß durch den Weg 
des Lichtstrahles gegeben, weshalb man die Frage auch so 
stellen kann, ob die kürzeste Verbindung zwischen zwei 
Punkten des empirischen Raumes den Charakter einer Ge¬ 
raden im EuKLimschen oder in einem der Nicht-Ei'KLinischen 
Systeme hat. Die Beobachtungen an den größten unserer 
Messung zugänglichen terrestrischen und astronomischen 
Dreiecken zeigt nun, daß ein Unterschied der Summe der 
Winkel im Dreiecke von zwei Rechten nicht besteht, und 
daß, falls ein solcher vorhanden ist, er jedenfalls kleiner 
sein muß als der Fehler unserer genauesten Moßinstrumonto. 
Da der Untorschied der Winkelsumme im Dreiecke von 
zwei Rockten in Dreiecken von kleineren Dimensionen noch 
kleiner sein muß, so können wir don empirischen Kaum 
als eine EuKLioische Mannigfaltigkeit betrachten und die 
Sätze der gewöhnlichen Geometrie auf die in ihm Vor¬ 
gefundenen Verhältnisse anwenden, ohne befürchten zu 
müssen, unsere Anschauungen ändern zu müssen, bevor die 
Genauigkeit unserer Instrumente in wesentlicher Weise ver¬ 
größert wird. Hierin kann man die erfahrungsgemäße 
Grundlage der Anwendung der Sätze der gewöhnlichen 
Geometrie auf die im empirischen Raume Vorgefundenen 
Verhältnisse erblicken. 

Irgendeine Aussage über tatsächliche Verhältnisse betrifft 
einen empirischen Tatbestand und kann nur auf Erfahrung 
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gegründet werden. Dieser Satz gilt allgemein und deshalb 
auch ffcr die Anwendung der gewöhnlichen Geometrie auf 
den empirischen Raum. Bei Ausmessungen empirischer 
Dreiecke finden sich Abweichungen der Winkelsumme 
von zwei Rechten, und es ist deshalb nicht ohne weiteres 
einzusehen, warum die Messungsresultate nach den Sätzen 
der ErKLlDischen und nicht nach denen irgendeines Nicht- 
Eukli irischen Systems ausgeglichen werden sollen. Der 
Grundsatz, der uns hierbei leitet, ist, daß der empirische 
Raum eine EuKUDische Mannigfaltigkeit ist. Man kann nun 
fragen, woher unser Vertrauen in die Richtigkeit dieses 
Satzes stammt. Tatsächlich sind ja die Erfahrungsgrund¬ 
lagen des in Rede stehenden Satzes ziemlich klein, sind 
nicht allgemein bekannt und stammen aus verhältnis¬ 
mäßig junger Zeit. Es bandelt sich hier um eine rein 
psychologische Tatsache. Es kann nun koinon Augenblick 
zweifelhaft sein, daß unser Vertrauen in die empirische 
Wahrheit der gewöhnlichen Geometrie nicht so sehr auf 
den G.xussschen Messungen als auf der durchgängigen Über¬ 
einstimmung zwischen den Sätzen der EuKLiDischen Geo¬ 
metrie und den Vorgefundenen räumlichen Verhältnissen 
beruht. Die Anzahl der Fälle, in denen sich die Sätze der 
Geometrie bewährt haben, ist ungeheuer, und diese Über¬ 
einstimmung ist erfahrungsgemäß umso größer, je genauer 
die verwendeten Meßinstrumente wareh. Man hat es also 
hier mit einem Tatbestände zu tun, der allgemein mit nur 
sehr geringen Abweichungen vorgefunden wird, wobei die 
Abweichungen noch dazu so auftreten, als ob sie durch 
Fehler unserer Beobachtung verursacht worden wären. Unser 
Zutrauen in die Richtigkeit des Parallelensatzes stützt sich 
also mehr auf die ungeheuer ausgedehnte Erfahrung über 
die empirische Richtigkeit der abgeleiteten Sätze als auf 
die wenigen Erfahrungen über die direkte Verifikation dieses 
Satzes *). In seiner Allgemeinheit aber ist es ein Satz, dem 

') Ähnliche Verhältnisse finden eich in den physikalischen 
W isaenschaften: vgL L. Boltemam», Über die Entwicklung der 
Methoden der theoretischen Physik in neuerer Zeit, Deutsche Mathe- 
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kein© vorliegende Erfahrung widerspricht, welcher aber 
mehr aussagt, als sich durch sichere Erfahrung zurzeit er¬ 
weisen läßt, da er den genauen Wert einer Größe festlegt, 
von der wir wissen, daß sie nur innerhalb gewisser enger 
Grenzen schwanken kann. 

Die psychologische Frage nach dem Grunde unseres 
Zutrauens in ein System von Sätzen muß von der logischen 
Frage nach der erfahrungsmäßigen Grundlage unterschieden 
werden. Vom rein logischen Standpunkte aus ist es voll¬ 
ständig berechtigt, die Resultate der GAUSSschen Messungen 
als Grundlage unserer Anschauung zu nehmen, daß der 
empirische Raum eine EuKLiDische Mannigfaltigkeit ist, und 
die Resultate irgendwelcher Droiocksmossungen nach dom 
Satze auszugleichen, daß die Winkelsumme gleich zwei 
Rechten ist. 

Wir wollen noch einige Bemerkungen über die eigentüm¬ 
liche Stellung der Axiome in einem wissenschaftlichen 
Systeme machen. Da in einem vollkommenen Systeme die 
einzelnen Axiome voneinander unabhängig sind, kommt 
ihnen der Charakter logischer Wahrheit überhaupt nicht zu, 
und man kann nur die Frage nach ihrer empirischen Wahr¬ 
heit aufwerfen. Die Tatsache, daß es in der Geometrie 
und Naturwissenschaft Systeme von Sätzen gibt, die scheinbar 
ganz selbstverständlich 9ind und aus denen man doch eine 
unbeschränkte Menge von Sätzen ableiten kann, die sich 
alle in der Erfahrung bewahrheiten, konnte natürlich nicht 
verfehlen, das größte Interesse zu erregen und die Frage 
zu veranlassen, wie wir in den Besitz dieser Sätze kommen, 


mathikeryereinigung, Bd. 8, 1899, S. 89: „Mit Recht weist Heike 

darauf hin, da£ in der Mechanik nicht die wenigen Experimente, 

aus denen gewöhnlich deren Grundgleichungen gewonnen werden, 
daß in der Elektrodynamik nicht die fQnf oder sechs Fundamental- 
vereuche AurfeRKs es sind, was uns von der Richtigkeit aller dieser 
Gleichungen so fest Überzeugt, sondern vielmehr ihre nachherige 
Übereinstimmung mit allen bisher bekannten Tatsachen. Er fällt 
daher das salomonische Urteil, es sei das beste, nachdem man diese 

Gleichungon einmal habo, eic ohne jode Ableitung binzuechreiben, 

dann mit den Erscheinungen zu vergleichen und in ihrer steten 
Übereinstimmung mit denselben den besten Beweis ihrer Richtigkeit 
zu erblicken.“ 



218 


F. M. Urban: 


und was diese Systeme von anderen scheinbar ebenso selbst¬ 
verständlichen Sätzen unterscheidet. Die Beantwortung 
dieser Frage schien umso dringender, als diese Sätze mit 
dem Ansprüche auf allgemeine Gültigkeit aufhreten, während 
alle aus der Erfahrung durch Induktion abgeleiteten Sätze 
einen solchen Anspruch nicht erheben können. Wir wollen 
hier von den Sätzen der formalen Logik absehen und uns 
nur auf jene Axiome beziehen, die sich abändern lassen. 
Wir haben also hior Sätze, die nicht rein logischer Natur 
sind, die scheinbar nicht aus der Erfahrung stammen, und 
die doch zu richtigen Aussagen über die in der Erfahrung 
Vorgefundenen Gegenstände führen. 

Bei Beantwortung dieser Frage hat man zunächst 
zu unterscheiden, welche Stellung ein Satz in unserem 
heutigen Denken einnimmt, und welches seine Geschichte 
ist. Die Aufstellung irgendeines allgemeinen Satzes ist ein 
historisches Ereignis, das seine Geschichte hat, die teils 
der Individualpsychologie, teils der Völkerpsychologie an¬ 
gehört. So beherrschte der Satz vom Widerspruche ohne 
Zweifel bereits in gewissem Maße das vorwissenschaftliche 
Denken, allein seine erste Formulierung und seine weitere 
Geschichte sind historische Ereignisse, denen man weiter 
nachgehen kann, die aber Ihr die Bedeutung dieses Satzes 
für unser heutiges Denken nicht direkt entscheidend sind. 
Für das Verständnis der heute geläufigen Lösungen der 
Frage nach dem Ursprung und der Bedeutung der Axiome 
ist es wichtig, daß dieses Problem namentlich mit Rücksicht 
auf die Fundamentalsätze der Geometrie gestellt wurde, 
und unsere Kenntnis von dem historischen Prozesse, der 
zur Aufstellung der Axiome Euklids führte, sehr beschränkt 
ist. Die Geschichte der griechischen Mathematik vor Euklid 
ist nur wenig bekannt, und wir haben umso weniger Anhalts¬ 
punkte dafür, welche Überlegungen zur Aufstellung dieses 
Systems von erstaunlicher Vollkommenheit, das sich durch 
zwei Jahrtausende fast unverändert erhielt, führten, als die 
abstrakte Beweisforin in den meisten Fällen den Gedanken¬ 
gang, durch welchen die Sätze tatsächlich gefunden wurden, 
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vollständig verhüllt. Wir dürfen aber vermuten, daß Euklid 
eine nicht unbeträchtliche Menge geometrischer Kenntnisse 
bereits vorfand, und die abstrakte, nach streng logischen 
Prinzipien fortschreitende Beweisform seiner Sätze im 
Widerspruch zu gowisson, zu seiner Zeit sohr starken 
Strömungen bevorzugte. Ebenso besteht kaum ein Zweifel 
darüber, daß Euklid viel Mühe darauf verwendete, das 
Parallelenaxiom auf Grund seiner anderen Axiome zu be¬ 
weisen und sich erst nach Fehlschlagen dieser Versuche 
dazu entschloß, diesen Satz als selbständiges Postulat ein- 
zufuhren. Dieser Satz, der don Meisten beim Studium der 
Geometrie als überaus selbstverständlich erscheint, tritt 
also auch in der historischen Entwicklung der Mathematik 
ganz unvermittelt auf, und wir können keine Aussage über 
seine Geschichte machen. Daß der Satz nicht rein logischen 
Ursprunges ist, ist klar, denn sonst könnte man aus seinem 
kontradiktorischen Gegenteil keine richtigen Folgen ziehen. 
Daß er mehr aussagt, als sich durch Erfahrung beweisen 
läßt, ist ebenfalls klar, denn der Satz enthält eine Aussage 
über alle Elemente einer kontinuierlichen Menge. 

Bei Beurteilung dieser Fragen ist es lehrreich, die 
Geschichte der physikalischen Systome zu betrachten. Auch 
die physikalischen Systeme sind abstrakt und enthalten 
zunächst keinerlei Aussagen über die Existenz von Gegen¬ 
ständen, und lassen sich aus einer beschränkten Anzahl 
von Voraussetzungen ableiten, wenn man auch heute nicht 
imstande ist, die logische Unabhängigkeit der einzelnen 
Sätze strenge zu erweisen. Soweit nun die subjektive 
Gewißheit der einzelnen Prinzipe der Mechanik in Betracht 
kommt, wird man nicht bezweifeln können, daß diese Sätze, 
nachdem man sie sich einmal in gehöriger Weise klar 
gemacht hat, mit derselben Evidenz auftreten wie die 
geometrischen Axiome. Dennoch ist die Aufstellung eines 
solchen Prinzipes das Resultat einer langen historischen 
Entwicklung, und auch der Lernende hat Schwierigkeiten, 
ihre Bedeutung oinzusehen. Direkte empirische Bestätigungen 
der Prinzipe der Mechanik wären nur mit großen Schwierig- 

Virrtoljahrsiehrift f. *ri*sonsohaftl. Philoa. u. Sotiol. XXXVI. 8. 15 
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keiten zu beschaffen, allein die Zahl ihrer indirekten Be¬ 
stätigungen durch den Nachweis der empirischen Richtig¬ 
keit der aus ihnen abgeleiteten Sätze ist ungeheuer. Es 
sind also auch hier nicht die allgemeinen Sätze, auf die 
sich unser Zutrauen in das System stützt, sondern die 
Übereinstimmung der abgeleiteten Sätze mit der Erfahrung. 
Die Axiome der Mechanik sind Sätze, die in ihrer Allgemein¬ 
heit einer direkten empirischen Bestätigung wahrscheinlich 
unfähig sind, und deshalb mehr aussagen, als sich durch 
Erfahrung bestätigen läßt, aber sie haben den Vorzug, daß 
sie mit keiner vorliegenden Erfahrung im Widerspruch 
stehen, und daß sich die empirischen Befunde aus ihnen 
als logische Folgerungen ableiten, d. h. also erklären lassen 1 ). 

Über die erkenntnistheoretische Bedeutung der Axiome 
kann man auf dem Woge der historischen Untersuchung 
nichts ausmachen, wenn es auch unzweifelhaft ist, daß eine 
abschließende Lösung dieser Probleme auch über die Ge¬ 
schichte der Axiome wird Rechenschaft geben müssen. 
Es ist aber wichtig, einen Standpunkt anzugeben, der sich 
den Axiomen gegenüber durchführen läßt, gleichgültig ob 
die endgültige Entscheidung zugunsten der nativistischen 
oder der empirischen Anschauung ausfällt. Der gemeinsame 
Ausgangspunkt all dieser Theorien ist nun der, daß alle 
Erkenntnis mit der Erfahrung anfango, und os besteht ein 
Streit nur darüber, ob auch alle Erkenntnis aus der Er¬ 
fahrung stamme. Sieht man also von der erkenntnis- 
theoretischen Frage ab, so kann man sich darauf be¬ 
schränken, die Geschichte der Aufstellung der Axiome in 


*) Vgl. hiermit H. Hf.rtz, Mechanik, S. 163: „Das Grundgesetz 
der Mechanik betrachten wir als das wahrscheinliche Ergebnis all- 

J emeiner Erfahrung. Genauer gesprochen ist das Grundgesetz eine 
[ypotheee oder Annahme, welche viele Erfahrungen einschließt, 
welche durch keine Erfahrung widerlegt wird, welche aber mehr 
aussagt, als durch sichere Erfahrung zurzeit bewiesen werden kann. u 
Die Bezeichnung des Grundgesetzes der Mechanik als wahrschein¬ 
liches Ergebnis der Erfahrung kann einen doppelten Sinn haben, 

indem man entweder so den Ursprung des Gesetzes bezeichnet, womit 

man sich also auf den empirischen Standpunkt stellt, oder indem man 
es als eine Verallgemeinerung betrachtet, die vermutlich richtig ist. 
EUrte batte vermutlich die letztere Bedeutung iin Sinne. 
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ihrer völkerpsychologischen und individualpsychologischen 
Entwicklung zu verfolgen, und ihre Stellung in den momentan 
vorhandenen Systemen festzulegen. Es ist klar, daß die aus 
der Geschichte der Aufstellung der Prinzipe gezogenen 
Folgerungen für die Bildung der erkenntnistheoretischen 
Ansichten von Bedeutung sein müssen, und man wird kaum 
daran zweifeln können, daß die unvermittelte Art des Auf- 
tretens eines geometrischen Systems von hoher Vollendung 
viel zur Stärkung der nativistischen Anschauung beitrug. 
Man darf hier aber die Ergebnisse der Geschichte der 
physikalischen Systeme nicht übersehen. Die Geschichte 
dieser Systeme und insbesondere die Geschichte der Systeme 
der Mechanik zeigt klar, was die Geschichte der Geometrie 
nicht erkennen läßt: Die Axiome sind nicht der Beginn der 
Geschichte, sondern das Ergebnis und der Abschluß einer 
Entwicklung. Man mag darüber streiten, ob sie das zpoxcpov 
cpuaet seien, allein man wird nicht daran zweifeln können, 
daß sie nicht das Trp^tspov irpb; r,jiä? sind. 

Die geschichtliche Entwicklung einer Wissenschaft be¬ 
ginnt mit Sätzon von nur geringer Allgemeinheit, deren 
empirischer Ursprung mehr oder weniger klar ersichtlich 
ist. Dieser Satz gilt nicht nur für die Naturwissenschaften, 
sondern, wie die Geschichte dor ägyptischen Mathematik 
lehrt, sogar für die Algebra. Diese Sätze werden zu einem 
System vereinigt, indem man Obersätze findet, aus denen 
sie sich nach den Regeln der formalen Logik ableiten lassen. 
Diese allgemeinen Sätze sind hypothetischer Natur, da sie 
nicht Gegenstand direkter Erfahrung sind und oft mehr au9- 
sagen, als sich durch Erfahrung rechtfertigen läßt. Wir wollen 
diese Tatsache dahin ausdrücken, daß wir die Axiome als 
Resultat« einer Idealisierung der Erfahrung bezeichnen: Ver¬ 
hältnisse, die bis jetzt ohne Ausnahme vorgeftinden wurden, 
sollen als überhaupt allgemein bestehend angesehen werden. 

Die Aufstellung solcher wissenschaftlichen Systeme ist 
unzweifelhaft das Ziel unserer wissenschaftlichen Be¬ 
strebungen, denn die von Zeit zu Zeit immer wieder auf¬ 
tauchenden Stimmen gegen Systematisierung sind nur 
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Warnungen gegen voreilige Generalisierung mit Ver¬ 
nachlässigung der nichtübereinstimmenden Fälle. Das Ideal 
der Wissenschaft wäre erreicht, falls wir aus einer be¬ 
schränkten Anzahl von Fundamentalsfttzen ein Bild der 
gesamten Erfahrung ableiten könnten. Daß wir von diesem 
Ziele noch weit entfernt sind, braucht nicht hervorgehoben 
zu worden. Ebenso ist es sicher, daß ein solches System 
neben den allgemeinen Regeln der formalen Logik, die als 
solche mitpostuliert werden müssen, mehr als einen Satz 
wird enthalten müssen, wie es die Grundforderung des 
Rationalismus ist. Tatsächlich wurde aber die Forderung 
nach Aufstellung von Gruppen von Axiomen, die zur Ab¬ 
leitung der Sätze einer Wissenschaft: notwendig und hin¬ 
reichend sind, wiederholt erhoben 1 ). Zunächst hat man 
hierbei natürlich jene Wissenschaften im Auge, bei denen 
ein solches Unternehmen schon heute einigermaßen Aussicht 
auf Erfolg hat, allein bei der stets fortschreitenden Mathe- 
matisierung aller Wissenschaften ist es nur eine Frage der 
Zeit, wann für ein gegebenes System von Sätzen eine 

ähnliche Forderung erhoben werden wird. Es drängt sioh 

nun die Frage auf, wie weit man in dieser Richtung über¬ 
haupt kommen könne, bzw. welche Voraussetzungen in der 


*) Vgl. D. Hiliiekt, Mathematische Probleme, Archiv für Mathe¬ 
matik und Physik, 1001, Bd. 1, 8. 02 (auch Göttinger Nachrichten, 
Math.-Phys. Kl. 1900, S. 272): „Durch die Untersuchungen über die 
Grundlagen der Geometrie wird uns die Aufgabe nahegelegt, nach 
diesem Vorbild© diejenigen physikalischen Wissenschaften axiomatisch 
zu behandeln, in denen schon heute die Mathematik eine hervor¬ 
ragende Holle spielt: dies sind in erster Linie die Wahrscheinlichkeits¬ 
rechnung und die Mechanik.“ Seitdem bewiesen ist, daß der Wahr- 
scheinlicnkeitsbegriff, wie er in der Mathematik verwendet wird, rein 
logischer Natur ist, und die Sätze der Mengenlehre zur Ableitung 
der Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung hinreichen, kann man 
diene Forderung für die Wahrscheinlichkeitsrechnung als erfüllt an- 
sehen. Diese ist ein System von abstrakten Sätzen unct enthält ebenso¬ 
wenig eine Aussage über ein tatsächliches Geschehen wie irgendein 

anderer Zweig der Mathematik. Die Anwendung auf Gegenstände 
der Erfahrung geschieht nur mit Hilfe des Satzes, daß es Gegen¬ 
stände von der Art gibt, wie es in den Fundamentalsätzen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung vorausgesetzt wird. Vgl. hierzu die 
Abhandlung Uber don Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit 

in Vierteljahrsschrift f. wiss. Phil. u. Soziol. 1911. Bd. 35 (N. F. 10). 
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Annahme enthalten sind, daß es ein solches System über¬ 
haupt gebe. Der Vergleich der Geometrie mit der Mechanik 
ist auch in dieser Hinsicht lehrreich. 

Die Geometrie ist in dem Sinne ein geschlossenes 
System, daß sich keine Aussage über räumliche Verhältnisse 
machen läßt, die nicht aus den Axiomen deduziert werden 
kann. Dies trifft, für die Mechanik nicht in gleicher Weise 
zu. Die zu einer gegebenen Zeit vorliegenden mechanischen 
Kenntnisse lassen sich allerdings ohne Zweifel aus einer 
beschränkten Anzahl von Fundamentalsätzen ableiten, wenn 
auch die reinliche Durchführung dieser Aufgabe größere 
Schwierigkeiten macht als in der Geometrie, allein die Ge¬ 
schichte der Mechanik zeigt eine stete Zunahme der Anzahl 
der Prinzipe. Tatsächlich war os bis jotzt nicht möglich, 
die Mechanik streng logisch aus Begriffen zu deduzieren, 
trotzdem auf die Lösung dieser Aufgabe viel Mühe ver¬ 
wendet wurde. Keines der klassischen Systeme der Mechanik, 
in denen diese Aufgabe zum ersten Male auftaucht, hat dieses 
Ziel erreicht, und auch die Mechanik von H. Hertz, der 
den letzten Versuch machte, alle Sätze aus einem Prinzipe 
abznleiten, ist unvollendet geblieben. Das Ideal der Mechanik, 
nur ein einziges Prinzip zu postulieren und aus diesem alle 
Gesetze der Bewegung zu deduzieren, ist noch nicht erreicht. 
Der Standpunkt, den man heute dieser Aufgabe gegenüber 
einnimmt, ist ausgezeichnet in den folgenden Worten von 
Voss gekennzeichnet: „Die allgemeinen mathematischen 
Prinzipien der Mechanik erweisen sich so überall als Sätze 
und Methoden, welche in ihrer einfachsten Gestalt wohl 
auf den Grundanschauungen über den mechanischen, d. h. 
durch mathematische Begriffe ausgedrückten, Zusammen¬ 
hang der Erscheinungen beruhen, aber in ihrer weiteren 
Ausdelinung als induktive, heuristische Aussagen auflröten, 
deren Gültigkeit sich erst durch ihre Anwendungsfähigkeit 
erprobt. Ist sonach auch das Ideal eines rein deduktiven 
Lehrgebäudes, wie es der Mechanik des 18. Jahrhunderts 
vorschwebte, wie es Hertz in ganz abstrakter Weise zu 
geben unternahm, in Wirklichkeit bisher nicht erreicht, so 
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bietet dafür der heutige Standpunkt der Theorie die Möglich¬ 
keit, daß die fortschreitende Erkenntnis der Tatsachen nicht 
durch willkürliche, einem beschränkten Kreise von Tat¬ 
sachen entnommene deduktive Prinzipien gehemmt wird. 
Dieser Standpunkt ist der schon von Galilei eingenommene, 
für die mathematische Naturbeschreibung charakteristische, 
welcher weder nach den unerkennbaren Tatsachen fragt, 
noch von vornherein davon ausgeht, alle Erscheinungen 
dem Zwange einer oder einiger weniger fundamentalen 
physikalischen Hypothesen unterwerfen zu wollen, sondern 
unter der Voraussetzung, daß überhaupt ein zusammen¬ 
hängendes widerspruchsloses Verständnis der Wirklichkeit 
möglich sei, zunächst die Formen aufsucht, welche zur Be¬ 
schreibung der einfachsten Vorgänge ausroichen, und sich 
die Erweiterung und Korrektion derselben in dem Maße 
vorbehält, als das Erfahrungsgebiet sich erweitert“ *). 

Man steht also in der Mechanik vor einer Gruppe von 
Axiomen, bei denen man nicht sicher sein kann, daß eine 
spätere Erfahrung nicht eine Erweiterung des Systems not¬ 
wendig machen werde. Ob der Grund dieser Schwierig¬ 
keit darin zu suchen sei, daß, wie 0. Hoelder meint, die 
Sätze der Mechanik mehr stofflicher Natur sind, und wir 
unbewußt gewisse Erfahrungsanalogien verwenden, oder ob 
es vielleicht überhaupt kein solches System gibt, da ein 
Fortschreiten der Erfahrung stets zur Einführung neuer 
Prinzipe zwingen könne, läßt sich vorderhand nicht ent¬ 
scheiden. Die Aufstellung eines Systems von mechanischen 
Axiomen, aus denen mit Hilfe des calculus logicalis 
die einzelnen Sätze abgeleitet werden, wäre für die Bildung 
unserer Ansichten über diese Frage jedenfalls von größter 
Wichtigkeit. Nach Aufstellung eines solchen Systems 
bliebe es aber noch immer schwierig, den Nachweis zu er¬ 
bringen, daß das System abgeschlossen ist und zur B- 
klämng aller neuen mechanischen Erfahrungen genügen 


') A. V 088 , Die Prinzipien der rationellen Mechanik. Enzyklopädie 
der mathematischen Wissenschaften, Bd. 4, S. 117. 
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werde. Den Nachweis, daß keine Erfahrung in Widerspruch 
mit den vorhandenen Sätzen stehen könne, kann man 
in der Art führen, daß man die empirische Wahrheit der 
einzelnen Axiome erweist. 

Die Aufgabe, ein allumfassendes wissenschaftliches 
System aufzustellen, wird man wohl als augenblicklich 
aussichtslos ansehen dürfen, wenn man die Schwierigkeiten 
bedenkt, die man bei Aufstellung eines Systems der Mechanik, 
der Grundwissenschaft der physikalischen Wissenschaften, 
antrifft. In Anbetracht dieser Unmöglichkeit erstreben wir 
das Beste, das sich unter den gegebenen Umständen er¬ 
reichen läßt: Wir konstruieren Systeme von nur beschränkter 
Ausdehnung, in denen von vornherein für spätere Er¬ 
weiterungen Platz gelassen ist, und die wir nur so ein¬ 
zurichten trachten, daß wir die vorhandenen Sätze bei Ge¬ 
winnung neuer Einsichten möglichst wenig zu verändern 
brauchen. Man gibt so den Anspruch auf logische Voll¬ 
kommenheit auf, und überläßt es späteren Untersuchungen, 
zu entscheiden, ob zwischen den Fundamentalsätzen der 
verschiedenen Wissenschaften irgendwelche logische Ab¬ 
hängigkeiten bestehen. Dagegen hat man den Vorteil, daß 
es leichter ist, sich von der Richtigkeit von Sätzen ge¬ 
ringerer Allgemeinheit zu überzeugen, und daß ein allfälliger 
Irrtum eine nur verhältnismäßig geringe Änderung der be¬ 
stehenden Sätze notwendig machen kann. Man kann sagen, 
daß wir danach trachten, Systeme von möglichst großer 
Stabilität zu konstruieren. Dieser Forderung genügen die 
Systeme, die mit der vorhandenen Erfahrung möglichst gut 
übereinstimmen. Falls wir einer genau definierten Größe 
den Wort beilegen, der sich aus unseren Beobachtungen als 
der wahrscheinlichste ergibt und die Genauigkeit der aus- 
gefuhrten Messungen kennen, so haben wir in diesem Er¬ 
gebnisse einen Satz, dessen Änderung weniger wahrscheinlich 
ist als die irgendeines anderen ihm entsprechenden Satzes, und 
zugleich wissen wir, daß eine solche Änderu n g voraussicht¬ 
lich nicht gewisse Grenzen überschreiten wird. Der Satz, 
daß der empirische Raum eine EüKLiuische Mannigfaltigkeit 
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ist, hat diesen Charakter. Falls eine Änderung dieses Satzes 
notwendig werden sollte, so kann sie nur sehr klein seir: 
Eine Größe, die wir bis jetzt mit dem Werte Null angesetzt 
haben, erhält einen gewissen endlichen Wert, der aber jeden¬ 
falls nur sehr klein sein kann, da er kleiner sein muß als 
dor Fehler unserer jetzigen genauesten Meßinstrument©. 

Daß die Aufstellung von Systemen geringer Ausdehnung 
nicht den Anspruch auf später zu erreichende logische Voll¬ 
kommenheit bedingt, kann man aus der Geschichte der 
Mathematik ersehen. Das Verlangen nach Strenge der Ab¬ 
leitung aus Prinzipien und nach kritischer Sichtung der 
Ergebnisse macht sich erst bei Vorhandensein eines aus¬ 
gedehnten und nach vielen Richtungen hin durchgearbeiteten 
Materiales geltend. Ein solches lag ohne Zweifel Eüelii» 
vor, als er die Kenntnisse soinor Zeit zu seinem Systeme der 
Geometrie verarbeitete. Ähnliche Verhältnisse trifft mau 
später in dor Infinitesimalrechnung, in der nach einer Periode 
der überraschendsten Entdeckungen die kritische Sichtung 
der gewonnenen Ergebnisse begann, wobei man auf genaue 
Formulierung der Sätze und auf Angabe der Bedingungen, 
unter denen sie allein gültig sind, das Hauptgewicht legte. 
Ga i ss, Lagkanue, Abel, Cauchy und Bolzano können als die 
ersten Vertreter der kritischen Richtung in der Mathematik 
angesehen werden, die dann in Weiekstkass ihren vollendetsten 
Ausdruck fand. Die klassischen Arbeiten der kritischen 
Mathematik setzten sich aber nicht dio Aufgabe, die Grund¬ 
lagen des ganzen Gebäudes der Mathematik zu erforschen, 
sondern sie beschränkten sich darauf, die Voraussetzungen 
und Begriffe, auf welche spezielle Theorien aufgebaut sind, 
zu erforschen und aus denselben strenge Schlüsse zu ziehen. 
Dies geschieht z. B., wenn man die Theorie einer reellen 
Veränderlichen auf die Lehre von den Kardinalzahlen, oder 
die Funktionentheorie auf* die Lehre von den Reihen zurück¬ 
führt. Man denkt sich hier das Gebiet der Mathematik in 
verschiedene Foldor zorlegt, von denen jedes in einem be¬ 
sonderen Systeme, vollständige Darstellung findet, während 
man es späteren Untersuchungen überläßt, zu entscheiden, 
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ob vielleicht eine Gruppe von Axiomen zur Ableitung aller 
Sätze hinroicho. Dies ist das Problem der Logistik, die die 
Aufgabe der kritischen Mathematik verallgemeinert und den 
Prozeß der Arithmetisiorung der Mathematik, d. h. das 
Streben, alle Sätze einzig auf dem Zahlbegriff oder dem 
ihm übergeordneten Mengen begriff aufzubauen, beendet. 
Die Untersuchungen von Schroeder, Couturat, McColl, 
Royce, Peihce und besonders von B. Russell haben ergeben, 
daß die Voraussetzungen der Logik auch zur Ableitung der 
Algebra hinreichen, und daß sich demnach alle in der reinen 
Mathematik vorhandenen Begriffe direkt oder indirekt durch 
eine sehr beschränkte Zahl einfacher Begriffe definieren 
lassen *)• 

Man darf sich also der Hoffnung hingeben, daß dieser 
Prozeß dor Vereinheitlichung der Systeme auch auf den 
anderen Gebieten der Wissenschaft fortschreiten werde. 
Tatsache ist, daß das Gebiet unserer Erkenntnis in eine 
Anzahl mehr oder weniger zusammenhanglose Gebiete zer¬ 
fallt, allein ebenso ist es eine Tatsache, daß an ihrer Ver¬ 
einigung fortgesetzt gearbeitet wird, und die Erfolge, die 
bereits errungen wurden, sind überraschend. In diesen Be¬ 
mühungen bringt sich der Drang nach einheitlicher Natur¬ 
auffassung zum Ausdruck, der sich, wie die Geschichte 


*) Die Möglichkeit, alle Satze eines Systems durch rein logische 
Prozesse zu gewinnen, ist offenbar für die hier behandelten Fragen 
von großer Wichtigkeit, und es sei deshalb erlaubt, auf ein Argument 
einzugohen, das \l. Winibb, Sur Tintroduction logique & la thöorio 
des fonctions, Revue de Metaphysique et de Morale, 1907, Bd. 15, 
S. 205—209 dagegen anführt. Winter behauptet, daß die Mathematik 
selbst koin solches System sei, weil sie im Laufo ihrer Entwicklung 
stets neue Begriffe einführt, deren Definition mehr oder weniger 
willkürlich ist. Dies ist z. B. der Ursprung der elliptischen Funktionen, 
zu denen mau kommt, wenn man in einem gewissen Integrale, das 

zu bereits bekannten Funktionen führt, den Grad der unter dem 
Wurzelzeichen stehenden Funktion um die Einheit vergrößert. Gegen 
dieses Argument muß bemerkt werden, daß dies der Gang der Ent¬ 
deckung ist, daß aber jede neue Funktion als durch die sie dar¬ 
stellende Reihe definiert angesehen werden kann, also durch bereits 
bekannte Operationen bestimmt ist. Die Einführung neuer Funktionen 
ist also kein Argument gegen die Ansicht , daß sich alle Sätze der 
Mathematik aus einer endlichen und beschränkten Zahl von Vor¬ 
aussetzungen ableiten lassen. 
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zeigt, stets in der Aufstellung von Systemen äußerte, die 
einen Teil des Geschehens oder gar das Geschehen in seiner 
Gesamtheit erklären sollten. Falls nun ein einheitliches 
System überhaupt möglich sein soll, so muß offenbar auch 
das Geschehen, das dieses System abbilden soll, einheitlich 
sein. Die Ansicht, daß das Naturgeschehen in der Tat ein¬ 
heitlich sei, wurde oft ausgesprochen und hat ihre über¬ 
raschendste Form wohl in dom sogenannten mechanischen 
Ideal von LaplacK gefunden. Man wird auch diesem Probleme 
gegonübor zunächst nach dem völkorpsychologischen Ursprung 
dieser Vorstellung tragen müssen, dann wird man die Frage 
aufwerfen müssen, welches der Grund unserer Überzeugung 
von der Einheit des Naturgeschehens ist, und schließlich 
wird man zu untersuchen haben, ob diese Vorstellung 
einfach sei oder sich etwa in einfachere Vorstellungen zer¬ 
legen läßt. 



